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[摘  要] 根据不同年龄猪群对伪狂犬病的感染程度不一样,建立了具有染病年龄结构的传染病模型,并分析了其动力学行为,寻求决定疾病绝灭

与否的基本再生数。当基本再生数小于或等于1时,模型仅有唯一的无病平衡点,当基本再生数大于1时,模型还存在唯一的正平衡点,利用线性化

方法、波动引理和Liapunov函数方法,讨论了两个平衡点的全局渐近稳定性。 

[关键词] 伪狂犬病；基本再生数；全局稳定性；Liapunov函数；波动引理；无病平衡点；正平衡点；年龄结构 

 

引言 

人或其他的生物体由于受到原虫、蠕虫等寄生虫或病菌、细菌等病原

体感染,产生的可以在相关种群间流行的疾病
[1]
,叫做传染病(Infectious 

Diseases)。传染病一直威胁着人类的健康,历史上,一次次爆发的传染病

都给人类带来了很大的灾难
[2-4]

。 

伪狂犬病(PR),是由伪狂犬病病毒(PRV)引起的多种动物共患病,是猪

的重要繁殖障碍性传染病之一。一般情况下,患病猪的症状反应和患病时

间长短之间有着密切的关系。以仔猪患病后的症状反应最为明显,首先表

现为较为明显的体温上升、拉稀、震颤、流口水、运动失调等,且具有病

程时间短、死亡率高等特征。而成年猪患伪狂犬病后,仅表现出体温升高、

腹泻或呼吸困难等,严重情况下会出现暂时性失明,并且公猪和母猪不孕、

食欲下降等表现为主病猪、带毒猪和带毒的鼠类为PR的重要传染源,特别是

无症状的带病毒猪在病毒的保存和传播中起着决定性作用 。目前该病尚无

特效药物,只有采取疫苗预防、及时隔离、淘汰病猪、净化猪群等措施。 

1 模型建立 

本文把猪的种群分为易感猪群、染病猪群、潜伏期猪群三类, ( )S t , 

( )L t 分别表示 t 时刻易感猪群和潜伏期猪群的数量总体。 ( , )i t a 表示

t 时刻染病年龄为a 的猪群年龄密度函数。
0

( ) ( , )I a i t a da
∞

=  表

示 t 时刻染病猪群的数量总体。设Λ 为猪的出生率,d 表示猪的自然死

亡率,η 为成年猪群在潜伏期内的再次发病率,a 为染病年龄,传染率系

数和成年猪群从染病期到潜伏期的转化系数都与染病年龄a 有关,分别

记为 ( )aβ 和 ( )aγ 。 

基于以上假设,建立如下模型： 

0
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其中
1L + 是从 (0 , )∞ 到 [ )R 0 ,+ = + ∞ 上的可积函数的集合。设

( ) S( ), ( , ), ( )N t t i t L t= ⋅ ,则
( )

( )
dN t dN t
dt

≤ Λ − 。 

为了计算方便,当 [ )R 0,a +∈ = +∞ 时,设： 

0
( ( ))

( )
a
d s ds

a e
γ

π
− += ,

0
( ) ( )K a a daβ π

∞
=  , 

0
( ) ( )P a a daγ π

∞
=  . 

定义基本再生数 0

K P
d d

η
η

Λℜ = +
+

。 

2 平衡点存在性 

假设 ( )S, ,E i L= 是(1-1)的平衡点,则有： 

0

0

0
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那么,由(1-2)的第二个方程得到 ( ) (0) ( )i a i aπ= ,将其代入

(1-2)的第四个方程,得： (0)
PL i

d η
=

+
,由(1-2)的第一个方程和

第三个方程得到
(1 ) (0)

P i
dS
d

η
η

Λ − −
+=

,再由(1-2)的第三个方

程得 (0)i 是以下方程 ( ) 0g x = 的根： 

0

(1 )
( ) ( ) ( ) ( 1)

P x
Pdg x a a xda x

d d

η
ηη β π

η
∞

Λ − −
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 (1-3) 



教育研究 
第 3 卷◆第 2 期◆版本 1.0◆2020 年 

文章类型：论文 刊号（ISSN）：2630-4686 

Copyright  c  This word is licensed under a Commons Attibution-Non Commercial 4.0 International License. 77 

Education research 

显然 (0) 0g = ,则存在一个无病平衡点 0 , 0 , 0E
d
Λ =  

 
,又因

为 ( )g x 是 下 凹 的 , 由 于
( ) 0
1

g P
d
η

η

Λ = − Λ <
−

+
和

0(0) 1g′ = ℜ − ,当 0 1ℜ ≤ 时, ( ) 0g x′ < ,模型(1-1)唯一的无病

平衡点 0E ,当 0 1ℜ > 时, ( ) 0g x′ > ,那么 ( )g x 有唯一的零点,则

模型(1-1)。除了有一个无病平衡点 0E ,还有一个正平衡点 E∗ ,则有以

下结论： 

定理：对模型(1-1),有以下结论： 

(i)如果 0 1,ℜ ≤ 则模型(1-1)有唯一的无病平衡点 0 ,0,0E
d
Λ = 
 

。 

(ii)如果 0 1,ℜ > 则模型(1-1)不但存在 0E ,还存在一个正平衡点

( , , )E S i L∗ ∗ ∗ ∗= 。 

其中
(1 ) (0)

P i
dS
d

η
η

∗

∗
Λ − −

+=
, ( ) (0) ( )i a i aπ∗ ∗= , 

(0 )
PL i

d η
∗ ∗=

+
, (0)i∗ 是方程(1-3)的根。 

3 平衡点的局部稳定性 

为了研究模型(1-1)的局部稳定性,我们在处线性化,线性化系统如下： 
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0
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假设 0( ) tS t x eλ= , 0( , ) ti t a y eλ= , 0( ) tL t z eλ= ,代入

(1-4)可得模型(1-1)的特征方程如下： 

0 0

0 0
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其中
0

ˆ ( ) ( ) ( ) aP a a e daλλ γ π
Δ ∞ −=  ,是γπ 的拉普拉斯变换。 

定理：(i)如果 0 1ℜ ≤ ,则无病平衡点 0 , 0 , 0E
d
Λ =  

 
局部渐

近稳定,如果 0 1ℜ > ,则 0E 不稳定。 

(ii)如果 0 1ℜ > ,则正平衡点 ( , , )E S i L∗ ∗ ∗ ∗= 局部渐近稳定。 

证明：(i)无病平衡点 0E 的特征方程为： 

( ) ( ) 0d Cλ λ+ =                                   (1-6) 

其中 ˆ ˆ( ) (1 ( ) ) ( ) ( )C K d P
d

λ λ λ η η λΛ= − + + − ,这里

0

ˆ ( ) ( ) ( ) aK a a e daλλ β π
Δ ∞ −=  ,是 βπ 的拉普拉斯变换。显然,d

是(1-6)的一个根,其它根是 ( ) 0C λ = 的根。 

首先假设 0 1ℜ > ,那么因为 0(0) (1 )( )C d η= − ℜ + , 

lim ( )C
λ

λ
→∞

= ∞,再根据中值定理可得 ( ) 0C λ = 有一个正根,即如果

0 1ℜ > ,那么无病平衡点 0E 不稳定。 

再假设 0 1ℜ < ,假设 ( ) 0C λ = 有一个非负实部解,则存在

0 Cλ ∈ , 0Re( ) 0λ > 使得 0( ) 0C λ = ,我们有： 

0
0

0

ˆ ( )ˆ1 ( )
PK

d d
η λλ

λ η
Λ− =

+ +
 

又因为 0 1ℜ < , 0Re( ) 0λ > ,可得： 

0 0 0
ˆ ˆ1 ( ) 1 ( ) 1 1

K PK K
d d d d

ηλ λ
η

Λ Λ Λ− ≥ − ≥ − = − ℜ +
+

, 

0

0

ˆ ( )P P
d d

η λ η
λ η η

≤
+ + +

 

综上,我们有 0 1ℜ ≥ ,这与 0 1ℜ < 的假设矛盾,则证明了如果

0 1ℜ ≤ ,无病平衡点 0E 局部渐近稳定。 

(ii)正病平衡点 E∗ 的特征方程为： 

0 0

ˆ( )( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) )ad d S a a e da P d a i a daλλ λ η β π η λ λ β
∞ ∞∗ − ∗+ + + + + +   
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假设(1-7)有正实部,则(1-7)有一个 0Re( ) 0λ ≥ 的解,那么由(1-7)得： 

0
0 0 0

00 0

( ) ( ) (0) ( ) ˆ( ) (0)
(0)

( ) ( )

ad S a i a e da P ii
dd a i a da

λλ β π η λ
λ ηλ β

∞ −∗ ∗ ∗
∗

∞ ∗

+
= +

+ ++ +




 

0

0

0

0

( ) ( ) (0)

( ) ( )
1

(0)
( ) ( )

(0),

S a i a da Pi
da i a da

d
PiS a i a da
d

i

β η
ηβ

λ
ηβ

η

∞∗ ∗ ∗

∞ ∗

∗∞∗ ∗

∗

≤ +
+

+
+

< +
+

=






 

这是矛盾的,则我们的假设不成立,原命题成立,即如果 0 1ℜ > ,则

正平衡点 E∗ 局部渐近稳定。 

4 平衡点的全局稳定性分析 

为了方便,我们定义： 

0
( ) ( , 0) ( ) ( ) ( , ) ( ).B t i t S t a i t a da L tβ η

∞
= = +

 

模型(1-1)的第二个方程沿特征线 t a= 积分,得： 
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对任意定义在[ )0,∞ 上的有界函数 f ,记 limsup ( )
t

f f t∞

→∞
= , 

liminf ( )
t

f f t∞ →∞
=  

4.1定理：如果 0 1ℜ < ,则无病平衡点 0E 全局渐近稳定。 

证明：首先我们证明 0B L∞ ∞= = ,这意味着 lim ( ) lim ( ) 0
t t
B t L t

→∞ →∞
= = 。 

由波动引理[16]知存在一个序列{ }nt ,使得 nt →∞, ( )nLt L∞→ 和

当 n→ ∞ 时,
( )

0ndL t
dt

→ 由(1-8),我们可得： 
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令n→∞,且由波动引理[16],可得 

0 ( )
BB d L L
d

γγ η
η
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+
。 

又因为
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设 t → ∞ ,波动引理[16],得： 

0B B L B
d

η∞ ∞ ∞ ∞Λ≤ + ≤ ℜ  

因为 0 1ℜ < ,则 0B∞ = ,又因为 0B∞ = ,故, 0L∞ = 。 

再由波动引理[16],存在一个一个序列 { }ns ,使得 ns → ∞ , 

( )nS s S∞→ 和当 n→ ∞ 时,
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0ndS s
dt

→ 可得： 
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n→ ∞ 时, lim ( )
t

S t
d→ ∞

Λ= . 

因此 0lim( ( ), ( , ), ( ))
t

S t i t L t E
→∞

⋅ = ,即如果 0 1ℜ < ,则无病平

衡点 0E 全局渐近稳定。 

4.2定理：如果 0 1ℜ > ,则正病平衡点 E∗ 是全局渐近稳定的。 

证明：构造函数 ( ): 0, Rφ ∞ → , ( ) 1 lnx x xφ = − − , ( )0,x∈ ∞ 。 
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其中
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( ) ( ) ( ) ( ) 1

(0) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ,0) ( , ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( ) 1

(0) ( ) ( ) ( ) ( , )

i t i t a S i t a S t i t aa i a da
i i a S t i a S i a

a i a
d S

i t i t a i t a L i a L t da
i i a i a L t i t a L

β φ φ

η γ
η

φ φ

∗∞ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∞ ∗
∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

 
+ − + − + − 

 

+
+

 
⋅ − + − + − 
 





 

( )
( 2)

( )

S S td
S t S

∗

∗= − + −
 

0

0

( ) ( , ) (0)
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ,0)

( ) (0) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ,0) ( ) ( , )

S S t i t a ia i a da
S t S i a i t

L t i L i aa i a da
d S L i t L t i t a

β φ φ

η γ φ φ
η

∗ ∗∞ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗∞ ∗
∗ ∗

 
− + 

 
 

− + +  




 

令 { } { }( , , ) (t) 0 ,E S i L G S S L L∗ ∗′= ∈Ω = = = = ,

由模型(1-1)求得, E 的最大不变集为{ }E∗
。由LaSalle不变集原理知,

当 0 1ℜ > 时,正平衡点 E∗ 全局渐近稳定。 

5 结束语 

近年来,由于传染病越来越多样化,加入染病年龄结构因素的传染病

模型更能准确地描述一些疾病(如性病等)传播的实际情况。本文根据不同

年龄的种群对某一种疾病的感染程度不一样,研究了一类具有染病年龄结

构的伪狂犬病模型,得到了模型的基本再生数,当基本再生数小于或等于1

时,无病平衡点全局渐进稳定；当基本再生数大于1,正平衡点也全局渐近

稳定性。 
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