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[摘  要] 伽玛函数是高等数学积分计算中常用的工具。文章介绍了伽玛函数与贝塔函数的定义及性质,

给出了两函数之间的关系,并将其应用到概率论相关积分计算中。最后推导了伽马分布和卡方分布的关

系,这些研究将高等数学与概率论相联系,拓宽了学生的知识面。 
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[Abstract] Gamma functions are commonly used tools in advanced mathematical integral calculations. This 

paper introduces the definition and properties of gamma function and beta function, gives the relationship 

between the two functions, and applies them to the calculation of correlation integrals in probability theory. 

Finally, the relationship between gamma distribution and Chi-square distribution is derived. These studies link 

higher mathematics with probability theory, and broaden students' knowledge. 
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在《概率论与数理统计》教学中,关于连续型随机变量概率

分布讨论时经常遇到积分问题,特别是含有 xe− 或
2xe− 之类的

广义积分,此类积分计算较难。我校概率论与数理统计课程开设

与大学二年级上册
[1]
,学生刚学完高等数学

[2]
,本身对积分的计

算就很困惑,加上学科目的转变使得计算的精确度受到极大影

响。为了解决积分计算的问题,许多学者研究了伽马函数在积分

中的应用
[3,4]

,介绍了许多积分计算技巧。我们在这些研究的基

础上将伽玛函数计算技巧进一步应用到概率论的相关教学中,

取得了较好的学习效果。 

1 伽玛函数 

定义1：含参变量的积分 
+∞ −−

0

1 dtet tx
称为伽玛函数,即 
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伽玛函数也称为第二类Euler积分. 

性质1：伽玛函数在 ),0( +∞ 上连续. 

证明： 
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对 0>>∀ αβ ,当 10, ≤<≤≤ tx βα 时,有不等式 

11 −−− < αtet tx  

而积分
α

α 11

0

1 = − dtt 收敛,故积分  −−1

0

1 dtet tx
在 ],[ βα

上一致收敛；又当 +∞≤<≤≤ tx 1,βα 时,有不等式 

ttx etet −−−− < 11 β  

而积分 
∞+ −−

1

1 dtet tβ
收敛,于是积分 

∞+ −−

1

1 dtet tx
在

],[ βα 上一致收敛. 

综上,积分 
∞+ −−

0

1 dtet tx
在 ],[ βα 上一致收敛,而被积函

数 tx et −−1 在 ],[);,0( βα∈+∞∈ xt 上 连 续 , 所 以


+∞ −−=Γ
0

1)( dtetx tx
在区间 ],[ βα 上连续.由 βα , 的任意性, 

)(xΓ 在 ),0( +∞ 上连续. 
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性质2：当 0>x 时,有 ( ) ( )xxx Γ=+Γ 1 . 

证明：由分部积分 

)()1
0

1
0

0
xxdtetxetdtetx txtxtx Γ=+−==+Γ 

+∞ −−∞+−+∞ −（
 

特别地,取 +∈= Nnx ,有 !)()1( nnnn ==Γ=+Γ  . 

因此有：积分 !
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+∞ −

 

定义2：称含参变量的积分 
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性质4：(余元公式)对 )1,0(∈∀x ,有
x

xx
π

π
sin

)1()( =−ΓΓ . 

证明：由性质3
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如果在余元公式中,令
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例1用伽玛函数计算概率积分 
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2 伽玛函数在概率中的应用 
(1)设随机变量服从参数为θ 的指数分布,其概率密度函

数为 
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(2)设随机变量 X 服从参数为α 的麦克斯韦分布,其概率

密度函数为 
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(3) 设随机变量 )1,0(~ NX , 求 X 的 k 阶原点矩
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当 k 为偶数时, 
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3 伽玛分布与卡方分布 

设随机质点流的计数过程 }0,{ ≥tX t 是强度为θ 的

Poisson过程,以 1Z 表示第一个质点到来的时刻,其分布为 

0,)0()( >===>
−

teXPtZP
t

tt
θ  

所以, 1Z 的分布就是参数为θ 的指数分布. 

下面考虑第 r 个质点到来的时刻的分布. 

如果在强度为θ 的Poisson过程 }0,{ ≥tX t 中,以 rZ 表示

第 r 个质点到来的时刻,那么, 0>t 对事件 )( tZr ≤ 表示第

r 个质点到来不迟于时刻 t ,而事件 )rX r ≥ 表示到时刻 t 止,

到来的质点数量不少于 r 个,所以,这两个事件相等,即 
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我们称上式 )(xp 作为密度函数的连续型分布为以

0;0 >> rθ 为参数的Γ 分布,记为 ),( rθΓ . 

特别地取
2

,2
nr ==θ 的Γ 分布在数理统计中具有重要

意义,即自由度为n 的
2χ 分布. 

4 结束语 

通过讨论使得学生不仅巩固了先修课程高等数学中的伽玛

函数相关知识点,也使得学生对概率论中含有或之类的广义积

分计算更加快捷。数理统计中的三大抽样分布卡方分布、分布

及分布都与伽玛分布有关,经过实际教学进行学科融合,使得学

生进一步发散已学知识点,用已知研究新知既提高了学生的探

究能力又增强了学生的学科融合能力。经过教学实施发现学生

接受较好,取得良好的教学效果。 
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