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[摘 要] 针对高等数学教学中学生在偏导数学习中“能计算而难理解”的现实困境，本研究以

二元函数图像、固定变量截面及截面曲线切线斜率为主要对象，借助 Three.js三维交互程序，

开展偏导数几何意义的教学设计研究。程序通过函数输入、 /P Q 两点切线斜率比较、 /x y 轴方

向的截面显隐控制、切线斜率显示与偏导数不存在警告，将抽象的理论概念转化为可观察、可

操作的学习对象。该设计能强化学生对偏导数方向性、局部性及存在性的理解，为多元函数微

分学概念教学提供一定的参考。
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Abstract: To address the common problem that students learning higher mathematics are able to
calculate partial derivatives but struggle to grasp their connotation, this study selects the surface of a
bivariate function, sections with fixed variables and the slope of tangent lines to section curves as major
research objects. With the help of a Three.js-based three-dimensional interactive program, the paper
carries out research on the teaching design for the geometric meaning of partial derivatives. Equipped
with functions including function input, comparison of tangent slopes at two points, visibility control of
sections along the x-axis and y-axis, display of tangent slopes, and prompt reminders for non-existent
partial derivatives, the program converts abstract theoretical concepts into observable and operable
learning resources. This design can deepen students’ understanding of the directionality, locality and
existence of partial derivatives, and provides a reference for the teaching of concepts in multivariable
differential calculus.
Keywords: partial derivative; geometric meaning; three-dimensional visualization; section curve; slope
of tangent lines

引言

偏导数是高等数学和数学分析中多元函数微分学的基

础概念，也是学生由一元函数导数过渡到多元函数局部变化

研究的重要关口。对于一些空间感弱的学生，只凭想象三维

立体图像是很难能够真正理解的，很有可能梳理不好他们之

间的关系，使学生思维受到局限，解题没有效率，思维能力

也得不到提升。传统课堂中，偏导数常以“求 x偏导时将 y

看成常数、求 y偏导时将 x看成常数”的计算规则出现。该

规则便于操作，却容易使学生把偏导数理解为形式化求导技

巧，忽视其背后的空间几何结构。学生在作业中可以顺利写

出��和��
，却难以回答“斜率来自哪条曲线”“固定变量在

图形上意味着什么”“为什么偏导数依赖方向和点”这类概

念性问题。

已有研究表明，使 GeoGebra等动态数学软件能够直观、

动态、交互地呈现高等数学概念，不仅有助于教师教学，更

有助于学生学习，便于理解和体会，还能在课后起到很好的

辅助作用。能够使利用网络教学资源与传统教学方法充分融

合，让课堂不再枯燥，无论是对于教师还是对于学生来讲，

都是新鲜的、有趣的、能够抓住眼球的，使学生自主去探索

未知的领域，在有趣且高效的交互中获得知识。这样不仅能

够提高课堂教学效率，同时也激发了学生的学习潜力和综合

应用能力，帮助学生更深刻地了解和掌握所学知识，使学生

成为课堂的主导者，提高了实际的应用能力[1-2]；数学分析课

程改革也强调，通过多维度的动图程序可全方位地展示对象

的几何特征，利于学生观察理解偏导数、梯度、线面积分、

重积分等概念的几何与物理意义，掌握一元与多元函数的区



教育研究前沿
第 9 卷◆第 6 期◆版本 1.0◆2026 年

文章类型：论文 | 刊号（ISSN）：2630-4686 /（中图刊号）：380GL020

Copyright © This work is licensed under a Commons Attribution-Non Commercial 4.0 International License.

Frontiers of Educational Research

26

别与联系。这些优势都是传统平面视图所无法比拟的[3]。同

时，智慧课堂、问题驱动和混合式教学研究也提示，信息技

术只有嵌入明确的问题链和学习活动，才能从“展示工具”

转化为“认知支架”[4-7]。

基于上述研究，本文围绕“截面曲线与切线斜率”建立

教学设计。旨在回答：如何借助三维可视化将偏导数从计算

规则转化为几何理解？如何在课堂中组织“曲面—截面—切

线—斜率—偏导数”的概念建构过程？

图 1 偏导数几何意义的教学认知链条

1 偏导数几何意义的教学困境

1.1 “固定变量”的几何含义被弱化

偏导数学习的关键是从二元函数回到一元函数。设二元

函数图像为曲面，固定 0y y 时，曲面与平面 0y y 相交得

到截面曲线；固定 0x x 时，曲面与平面 0x x 相交得到另一

条截面曲线。学生若只记住“把另一个变量看成常数”，就

容易把固定变量理解为代数处理，而不能把它看作空间中的

截面操作。

图 2 固定变量形成截面平面的几何示意

1.2 “斜率”对象不清导致概念混淆

一元函数导数的几何意义是平面曲线在一点处的切线

斜率，而二元函数的图像是曲面。曲面在一点处并不存在唯

一的“斜率”，只有给定方向后，变化率才具有确定含义。

偏导数中的斜率不是曲面整体的斜率，而是相应截面曲线在

指定点处的切线斜率。这一对象转换若没有被清晰呈现，学

生容易把��和��
视为两个计算符号，而不是两个坐标方向上

的局部变化率。

1.3 存在性判断缺少直观支撑

偏导数的存在性本质上取决于对应截面曲线在该点处

是否可导。对于含绝对值、根式或分段结构的函数，学生常

因过度依赖公式而忽视切线是否存在。若能将“偏导数不存

在”转化为截面曲线出现尖点、断裂或无稳定切线的视觉现

象，学生对存在性的理解将更加深入。

2 三维可视化程序的教学功能设计

本文所用程序基于Three.js建立三维场景。程序允许教师输

入函数表达式，动态生成二元函数曲面，并设置P、Q两个观察

点；通过复选框分别显示 P点和Q点处的 f
x



截面与 f
y



截面；当

偏导数检测结果不稳定或不存在时，界面给出文字警示，并用红

色闪烁切线提示。该设计将偏导数几何意义中的核心对象同时呈

现出来，避免学生只看到计算结果而看不到概念生成过程。

表 1 可视化程序功能与偏导数几何意义的对应关系

程序功

能

数学对象 教学指向

函数输

入与曲

面生成

( , )z x y
建立二元函数图像是

空间曲面的直观认识

P/Q双

点定位
0 0 0 1 1 1( , , ) ( , , )x y z x y z、

突出偏导数的局部性

与点依赖性

固定 y

显示 x

向截面

0( , )z f x y
说明 xf 对应沿 x方向

的截面曲线

固定 x

显示 y

向截面

0( , )z f x y 说明 yf
对应沿 y方向

的截面曲线

切线与

斜率显

示

截面曲线切线
把偏导数值解释为切

线斜率

不存在

警示
截面不可导

强化偏导数存在性的

几何判断

2.1 曲面、截面与切线的同步呈现

程序以曲面作为整体对象，以截面曲线作为中介对象，

以切线斜率作为目标对象。教师输入函数后，学生首先观察

曲面形态，再通过开关显示固定变量后的截面。以
2 2( , )f x y x y  为例，在 (1,1)P 处固定 1y   ，可得到

2 1z x  这一截面曲线；该曲线在 1x  处的切线斜率为 2，
即 (1, 1) 2xf   。此时学生看到的不是孤立数值，而是“在某

一截面曲线上沿 x方向上升的快慢”。
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图 3 截面曲线切线斜率与偏导数的对应关系

2.2 双点比较凸显局部性

程序设置 P、Q两个点，目的不是增加视觉复杂度，而

是服务于偏导数局部性的理解。对于同一函数，P点与 Q点

的截面切线方向可能不同；对于同一点，x向与 y向截面的

切线斜率也可能不同。学生通过比较可形成两个认识：其一，

偏导数不是函数整体的固定属性，而是依赖具体点；其二，

偏导数不是无方向的“曲面斜率”，而是沿某一坐标方向的

瞬时变化率。

图 4 P、Q两点处 xf 的局部性比较

2.3 数值检测服务存在性辨析

程序采用中心差分思想对偏导数存在性进行近似检测，

即比较不同步长下差商的稳定性。当差商不稳定或函数值无

定义时，系统将相应切线设为警示状态。这样处理并不能替

代理论证明，但可在教学中引导学生进一步考察截面曲线是

否在该点具有切线。通过这种方式，学生能够认识到偏导数

存在性与截面曲线在对应点处的一元可导性是相关的。学生

由此从“能不能求出结果”转向“是否存在确定切线”的概

念判断。

图 5 截面曲线尖点与偏导数不存在示意

3 教学实施路径

3.1 教学目标与案例选择

本教学设计面向已学习一元函数导数和二元函数概念

的学生。知识目标是理解偏导数的几何意义，能说明��与��

分别对应哪条截面曲线的切线斜率；能力目标是能够利用三

维图像解释计算结果，并在图像、符号、语言之间转换；素

养目标是发展空间想象、数形结合和数学表达能力。案例函

数选用�(�, �) = �2 − �2，原因在于其曲面形态具有明显方向

差异，便于展示固定变量截面、正负斜率和双点比较。

3.2 教学流程设计

第一，情境引入。教师以“山坡上一点向东走与向北走

坡度是否相同”为问题，引出多元函数变化率必须说明方向。

学生先凭生活经验认识到曲面变化具有方向差异，再进入偏

导数概念。

第二，曲面观察。教师输入函数并生成曲面，要求学生

描述曲面上的点、函数值和自变量变化关系。此时不急于给

出定义，而是让学生意识到曲面在一点处不能直接谈唯一斜率。

第三，固定变量生成截面。教师打开 x向截面，说明固

定 0y y 后曲面与平面相交，所得曲线就是 0( , )z f x y ；再

打开 y向截面，说明固定 0x x 后得到
0( , )z f x y 。通过一

开一关的操作，学生能够把“固定变量”看成空间截面行为。

第四，作出切线并解释斜率。教师引导学生观察截面曲

线在 P点处的切线：切线向上表示偏导数为正，向下表示偏

导数为负，水平表示偏导数为零，倾斜程度反映偏导数绝对

值大小。此环节将代数结果、切线方向和局部变化率统一起来。

第五，双点比较与存在性辨析。教师打开 Q点截面，使

学生比较不同点处切线斜率的变化；再输入含绝对值的函数，

观察警示提示。学生由此认识到偏导数不仅有数值大小，还

涉及方向、位置和存在性条件。

3.3 学习评价设计

评价不宜只检查求导计算，而应覆盖概念表达、图像识

别、表征转换和存在性判断四个维度；这种从学习活动反推

评价任务的思路，也与近年来高等数学混合式教学中强调目
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标、活动、反馈一致性的取向相吻合[5-7]。

4 结语

偏导数几何意义教学的关键在于使学生理解图像背后

的数学关系。本文基于三维可视化程序，通过双点比较和存

在性警示强化其方向性、局部性和条件性。与书本上的静态

图示相比，该教学设计能够把抽象定义转化为可操作的学习

过程，让学生从“会求偏导数”进一步走向“能解释偏导数”。

需要注意的是，可视化教学并不能替代严格定义与证明。演

示结束后，教学重心应及时回归偏导数的概念界定与符号表

达，引导学生完成由直观观察向形式化理解的转化。后续研

究可基于课堂实测数据，比较该设计对学生概念理解、空间

想象及解题迁移的影响，以形成更完整的多元函数微分学可

视化教学证据。
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