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[摘  要] 极限是微积分学中一个基本概念,是变量变化的终极状态。微积分学中许多概念的引出和解决都

依赖于极限知识。因此极限在微积分学中占有非常重要的地位。本文对函数求极限的几种方法进行了归纳。 
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引言 

极限的思想是近代数学的一种重要

思想,其思想方法贯穿于微积分学的始

终。可以说微积分学的几乎所有概念都

离不开极限。 

1 利用极限的描述性定义 
极限的描述性定义为：一般的,当自

变量 x 的绝对值无限增大 ( )x → ∞即

时,若函数 ( )f x 无限趋近于一个常数

A ,则称 A 为函数 ( )f x 当 x→ ∞
时的极限。记为 

( ) ( ) ( )lim
x

f x A f x A x
→∞

= → → ∞或 当 时  

运用极限的描述性定义可以写出一

些简单的函数极限。 

例如1：
1 1

lim 0 , lim 0
x xx x→ + ∞ → − ∞

= = 等。 

2 利用极限四则运算法则 
定理1：设 

( ) ( )
0 0

lim , lim ,
x x x x

f x A g x B
→ →

= = 则 有  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 lim lim lim ;
x x x x x x

f x g x f x g x A B
→ → →

± = ± = ±    

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2 lim lim ;
x x x x

Cf x C f x CA C
→ →

 = =     
是常数  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

3 lim lim lim ;
x x x x x x

f x g x f x g x AB
→ → →

= =    

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )0

0

0

lim
4 lim 0

lim
x x

x x
x x

f xf x A
B

g x g x B
→

→
→

= = ≠ . 

注意：①上述运算法则对 

0 0, , , ,x x x x x x x+ −→ → → ∞ → +∞ → −∞

等其他极限过程也成立。 

②应用极限运算法则求极限时,必

须注意每项极限都存在(对于除法,分母

极限不为零) 

才能适用。 

例如2： 

①； ( )2 2 2

1 1 1
lim 3 lim3 lim 3 1 1 4
x x x

x x x x
→ → →

+ = + = × + =  

( )2 2

1
l im 3 3 1 1 2
x

x x
→

− = × − = ； 

② ( )2 2

1 1
l im 3 3 l im 3;
x x

x x
→ →

= =  

③ ( )2 2

1 1 1
lim 3 2 lim3 lim2 3 2 6;
x x x

x x x x
→ → →

⋅ = ⋅ = × =  

④

22
1

1
1

l i m 33 3
l i m .

2 l i m 2 2
x

x
x

xx

x x
→

→
→

= =  

3 未定式的极限运算技巧 
3.1分子,分母都趋向无穷小,即

0

0
 
 
 

型,处理方法是：分子,分母因式

分解,消零因子。 

例如3： 

( ) ( )
( ) ( )

2

21 1 1

3 12 3 3
lim lim lim 2

1 1 1 1x x x

x xx x x

x x x x→ → →

+ −+ − += = =
− + − +  

3.2分子,分母都趋向无穷大,即

∞ 
 ∞ 

型,处理方法是：分子,分母同除

分母中自变量的最高次幂。 

例如4： 

2 2

2

2

1
11 1

l im l im
12 1 22

x x

x x
x

x

→ ∞ → ∞

−− = =
+ +

； 

总结公式： 

1
0 1

1
0 1

l im
m m

m
n nx

n

a x a x a

b x b x b

−

−→ ∞

+ + +
+ + +




 

( )

0

0

0 00 0, 0, .

a
m n

b

m n a b m n

m n

 =
= < ≠ ≠
 ∞ >



、 为非负整数  

3.3
0

 
 
 

无理式
型,处理方法是：分子

分母有理化,消零因子。 

例如5： 

5 5

1 2
l i m l i m

5x x

x

x→ →

− − =
−

 

( ) ( )
( ) ( ) 5

1 2 1 2 1 1
lim

41 25 1 2 x

x x

xx x →

− − − +
= =

− +− − +
 

3.4 ∞ − ∞（ ）型,处理方法是：通

分,消零因子 

例如6： 

2 2 22 2

1 4 2 4
lim lim

2 4 4 4x x

x

x x x x→ →

+   − = −   − − − −   
 

22 2

2 1 1
l im l im .

4 2 4x x

x

x x→ →

− = = = − + 
 

4 利用一些常见的重要极限公

式。(两个重要极限) 

4.1极限Ⅰ：
0

s i n
l i m 1 .
x

x

x→
=  
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一般形式为
0

s in
lim 1

→
=  

例如7： 

0 0

s in s in
lim lim .
x x

m x m x
m m

x m x→ →
= ⋅ =  

4.2极限Ⅱ：
1

lim 1 .
x

x
e

x→ ∞

 + = 
 

 

一般形式为
1

lim 1 .e
→ ∞

 
 + =
 
 

 

例如8： 

2 22
21 1 1

lim 1 lim 1 lim 1 .
x x x

x x x
e

x x x→∞ →∞ →∞

        + = + = + =        
             

在
1

l im 1
x

x
e

x→ ∞

 + = 
 

式中,令

1
,t
x

= 则 x → ∞时， 0,t → 可得到

极限的另一种形式： ( )
1

0
l im 1 .t
t

t e
→

+ =  

一般形式为 ( )
1

0
lim 1 .eΔ
Δ →

+ Δ =  

例如9： 

( ) ( ) ( )
21 1 1

2 22 2
0 0 2 0

lim 1 2 lim 1 2 lim 1 2 .x x x
x x x

x x x e
⋅

→ → →

 + = + = + =    

5 利用无穷小量。(无穷小量的

性质或等价无穷小量替换) 
概 念 ： 如 果 函 数 ( )f x 当

( )0x x x→ →∞或 时的极限为零,那么称

( )f x 为当 ( )0x x x→ → ∞或 时

的无穷小量(简称无穷小),记为 

( ) ( )( )
0

l i m 0 l i m 0 .
x x x

f x f x
→ → ∞

= =或  

5.1性质：无穷小量与有界变量的乘

积仍为无穷小量。 

例如10：求
1

lim sin
x

x
x→ ∞

 

解 ： 因 为 sin x 是 有 界 函 数 , 

1
lim 0
x x→ ∞

= ，因此
1

lim sin 0 .
x

x
x→ ∞

=  

5.2等价无穷小量替换 

概念：设 

( ) ( )
0 0

l i m 0 , l i m 0 ,
x x x x

x xα β
→ →

= =

即 xα β与 为 在同一变化过程中的两

个无穷小量,若 

0

lim 1,
x x

β β α α
α→

= 就说 与 是等价无穷小量，记为

∽. 

当 0x→ 时,常用等价无穷小量

的关系： 

sin x ∽ ;x tan x ∽ ;x arcsin x  

∽ ;x arctan x ∽ ;x 1 cos x− ∽

21
;

2
x 1xe − ∽ ;x ( )ln 1 x+ ∽ ;x  

1 1n x+ − ∽ .
x

n
 

例如11：求 20

1 cos
lim

sinx

x

x→

−
 

解：因为当 0x → 时，sin x ∽

x，1 cos x− ∽
21

2
x ， 

所以 

2

2 20 0

1
1 cos 12lim lim .

sin 2x x

xx

x x→ →

− = =  

6 利用函数连续性求极限。 
定理2：设函数 u = φ ( )x 在点

0x x= 连续,且φ ( )0 0x u= ,函数

( )y f u= 在 0u 点连续,则复合函数

(y f= φ ( ))x 在点 0x x= 处连续. 

即
0

lim (
x x

f
→ φ ( ))x =

0

( lim
x x

f
→ φ

( ))x = ( )0 (f u f= φ ( )0 ).x  

例如12： 

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

ln 1
lim limln 1 ln lim 1 ln 1.x x
x x x o

x
x x e

x→ → →

+
= + = + = =

 

四.利用两个准则。(夹逼准则和单

调有界准则) 

6.1夹逼准则  若函数 

( ) ( ) ( ), ,f x g x h x 满足下列条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 01 ;x x g x f x h x≤ ≤在 附近 不含 有  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 lim lim , lim .
x x x x x x

g x h x A f x A
→ → →

= = =则  

6.2单调有界准则  单调有界数列

必有极限 

7 洛必达法则求极限。 
定理3：若函数 ( ) ( )f x F x和 满

足： 

( ) ( ) ( )
0 0

1 lim lim 0;
x x x x

f x F x
→ →

= =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' '
0 02 , 0;x x f x F x F x ≠在点 附近 不含 ， 存在且  

( ) ( )
( ) ( )

0

'
3 lim

'x x

f x
A A

F x→
= 为有限数或为无穷大 ，

 

则
( )
( )

( )
( )0 0

'
lim lim .

'x x x x

f x f x
A

F x F x→ →
= =  

例如13： 

20 0

sin 3 cos 3 3 3
lim lim .

tan 5 sec 5 5 5x x

x x

x x→ →

×= =
×

 

在求极限的计算过程中, 应注意随

时约分化简或者分离出容易求极限的因

式,以免越算越繁.另 外,在求未定式极

限时应善于把罗必塔法则与以前求极限

的方法结合起来,使计算简化。 

8 结束语 

极限的求解方法比较灵活,学生在

实际计算时应根据时间情况选择最优的

解题方法。 
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