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摘 要：等价无穷小量替换是求极限的基本方法之一。论文从等价无穷小量的相关概念、定理

出发，根据它们的实质对等价无穷小量替换定理做了推广，使学生深刻理解定理的同时也能灵

活应用定理。
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引言

极限的思想贯穿了高等数学整门课程，其中无穷小量是

极限中的一个重要概念。等价无穷小替换是求极限的基本方

法之一，等价无穷小量替换主要应用于求解极限问题，特别

是当函数中包含复杂表达式或难以直接求解的极限时。而绝

大部分教材只对分子或分母的因式进行无穷小替换这一情

形进行了阐述，导致学生在使用时模糊不清，从而影响到整

个课程的学习。本文对用等价无穷小替换求极限进行思考、

总结并做了推广，为后续内容的学习奠定扎实的基础。

1关于无穷小量

1.1无穷小量是极限为零的量

它既不是很小的量也不是可以无限小的量。无穷小量本

质上是具有这种特殊性质的函数，不是一个具体的数。同一

个自变量变化过程中的无穷小量有很多。

1.2无穷小量与自变量的变化过程紧密相联

无穷小量是相对自变量的变化过程的，如:当 0x 时

sin x是无穷小，但当 x时，它就不再是无穷小。不

能只关注函数形式不注重自变量的变化过程[1]。

2无穷小量等价

 , 都是在同一个变量变化过程中的无穷小量，且

0 ，如果 1lim 



，称 与  等价无穷小量，记作

 ~ [2]。

3关于无穷小量等价替换定理及其推广

定理1：无穷小等价替换定理

设   ~,~ ，





lim 存 在 ， 则










 limlim [3]。

应用定理需要满足两个条件:一为替换掉的变量是无穷

小量，二是这个变量是因子，不能在加减数中进行局部替换，

若是若干个因子的乘积，可对其中一个或若干个无穷小因子

进行代换。

当 0x  时，常用等价无穷小量关系:

2

sin ~ tan ~
1arcsin ~ arctan ~ 1 cos ~
2

ln(1 ) ~ 1~ 1~ ln ( 0)
(1 ) 1~ ( 0 )

x x

x x x x

x x x x x x

x x e x a x a a
x x  



   

   是常数

补充1:多项式中的等价无穷小量关系

~ 0x x x      （ ）。

证明:
0 0

lim lim 1 1 0 1.
x x

x x x
x

 
 




 


    （ ）

例1:求
sinlim .

x

x
x x  20

解
sin sinlim lim .

x x

x x
x x x 

 
 20 0

1

无穷小量是多项式时，高次项远远小于低次项，因此起
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决定作用是它们的最低次项，即矛盾的主要方面，而其他较

高次项相对来说就是次要矛盾，是干扰项，可以忽略不计。

而根据泰勒公式，具有直到 1n 阶导数的函数在一个点的

邻域内的值可以用函数在该点的函数值及各阶导数值组成

的 n次多项式近似表达。这样，不局限于因子，无穷小和式

也可以应用泰勒公式进行等价替换。

例2:求 40

3cos2lim
2

x
xex

x




。

解
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注 1：等价无穷小量关系中的 x 可以是自变量变化过程

中的任意无穷小量 x（ ）。

注 2：等价无穷小量代换能简便极限计算的原因就是在

于等价无穷小代换能够将较为复杂的函数(三角函数、反三角

函数、对数类函数、指数类函数和幂类函数等)通过等价无穷

小代换转为简单函数 x (或者 x
)从而使极限计算简单。化，

反映了数学的“复杂问题简单化”思想。

注 3：应用泰勒公式等价替换和式时，要注意各个函数

展开式要展到代数和不为零的那一项。

例4：求 .
2sin
sintanlim 30 x

xx
x
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错解 当 0x 时， ,~tan xx ,~sin xx

原式 30 )2(
lim

x
xx

x





.0

错误原因 xx sintan  不是因子，而做为和式应用泰

勒公式展开替代时代数和为 0

正解1 当 0x 时，
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定理2(推广1):等价无穷小替换与极限四则运算法则

设
)(lim~,~ x ，
存 在 且 不 等 于 0 ，






lim
存在， 则

).(limlim)(lim xx 











注 1: )(x
可以推广到有限个

注 2:极限不是 0的因子可以先计算极限
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定理3(推广2):复合函数的等价无穷小替换[4]。

设
)(ufy 

与
)(xu 

构 成 复 合 函 数

))(( xfy 
，

)(lim
0

uf
u 存 在 或 为  ， 则 当

)(~)( xhx
时，有

))((lim))((lim
00

xhfxf
xx 


成立．

注:复合函数等价替换告诉我们，如果中间变量 u是无穷

小量，而整个函数的极限为存在或为时，那么中间变量可

以等价替换。

例6:求 .
5tanln
7sinlnlim

0 x
x

x
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解 .1
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推论1（推广3）:幂指函数的等价无穷小替换

因为
)(ln)()()]([ xfxgxg

exf 
，所以幂指函数可以看作复

合函数，根据定理 3，先利用等价无穷小量替换法，简化原

函数，把指数和底进行等价替换，再把函数变成以 e为底的

指数函数，最后用洛必达法则求极限。
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推论2（推广4）:变限函数的上（下）限等价无穷小替换

因为 
)(

)(
x

a
dttf



可以看作复合函数，中间变量

)(xu 
，若

)(~)( xhx
，
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例8:求 .
131

12
lim

4

tan

0

0

2




 x

dttx

x

）（

解

3
2ln

3
2lnlim

6
2)12(lim

2
3

12
lim.

131

12
lim 2

2

0304

0

04

tan

0

0

2
22














x

x
x

x

x

dt

x

dt
x

x

x

tx

x

tx

x

）（）（

定理4(推广5):变限函数的被积函数的等价无穷小替换
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例7也可以这么做:
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定理5:等价替换定理在级数敛散性判别中的应用[5]。

当 n 时 ， )()( nn  与 是 同号 无 穷 小， 且

,~ 
，则级数 )()(

11
nn

nn









 与 有相同的敛散性。

例9:判定级数


1

1sin
n n

的敛散性

解 由于当 n 时，
nn
1~1sin
，

又因为



1

1
n n发散，所以




1

1sin
n n发散。

补充2:利用无穷小与无穷大关系得到的等价关系式

在同一变化过程中，无穷大的倒数是无穷小；对数函数

xln 、幂函数
x 、指数函数 )0( xe 均为当 x 时

的无穷大，但它们增大的速度很不一样，幂函数增大的速度

远比对数函数快，而指数函数增大的速度又远比幂函数快，

对于幂函数，较高指数的幂函数增大的速度远大于较低指数

的幂函数。则

当 x 时

1 1 1 1~ 0 , ~ 0, ,
ln xx x x e x x      
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解 由补充2可知当 n 时，
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收敛。

4结语

无穷小等价替换定理是微积分中的一个重要工具，它可

以帮助我们简化复杂的极限计算，定理不局限于因子的替换，

它可以推广到加减替换、复合函数替换、变限函数替换等，

该定理在无穷级数敛散性判别中也起着重要作用。但是在使

用这个定理时，我们需要仔细检查替换的条件是否满足，以

避免出现错误。
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